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Построение доверительного множества 
связанных акций фондового рынка
Аннотация. В работе рассматривается задача анализа связей между 

парами акций фондового рынка по результатам наблюдений за их доходностями. 
Такая задача возникает при сетевом анализе фондового рынка. Предполагается, 
что совместное распределение доходностей принадлежит классу эллиптических 
распределений. В качестве мер связи рассматриваются классический коэффици-
ент корреляции Пирсона, коэффициент корреляции Кендалла и коэффициент 
корреляции Фехнера. Исследуются способы построения множества пар акций, 
которое с вероятностью не менее заданной содержит все сильносвязанные пары 
акций. Для построения таких множеств используются процедуры одновремен-
ной проверки многих гипотез о величине рассматриваемых коэффициентов 
корреляции. Свойства таких процедур изучаются методом статистического моде-
лирования. Приведены результаты, показывающие, что процедуры, основанные 
на комбинировании индивидуальных тестов Кендалла и Фехнера, гарантируют 
построение множеств с заданной доверительной вероятностью. Показано, что 
одновременное применение тестов проверки гипотез о значении классического 
коэффицента корреляции Пирсона не приводит к доверительным множествам 
при отклонении распределения от нормального. В случае распределениия 
Стьюдента построенное множество незначительно отличается от доверитель-
ного. Предложена и апробирована на реальных данных процедура проверки 
согласия с эллиптической моделью и исследованы некоторые особенности этой 
модели.
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1. Введение
Один из ключевых вопросов при исследовании фондового 

рынка заключается в анализе связей между доходностями акций, обра-
щающихся на рынке. В частности, ковариационная матрица играет 
существенную роль в теории портфелей Марковица. Анализ связей 
доходностей активов естественным образом возникает при сетевом 
анализе фондового рынка. Сетевой анализ заключается в построении 
сетевой модели или простого полного взвешенного графа, вершины 
которого соответствуют акциям, а веса ребер задаются степенью взаи-
мосвязи между их доходностями. 
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Для выделения ключевой информации из сетевой модели извле-
каются различные сетевые структуры. Одной из наиболее популярных 
сетевых структур является отсеченный граф. Множество вершин отсе-
ченного графа совпадает с множеством вершин сетевой модели. Ребро 
(без веса) между двумя вершинами проводится в отсеченном графе 
тогда и только тогда, когда его вес в сетевой модели превышает задан-
ный порог. Таким образом, при анализе фондового рынка отсеченный 
граф выделяет пары акций, степень взаимосвязи между которыми 
больше заданного порога. 

Отсеченный граф, или граф рынка, использовался в рабо-
тах (Boginski, Butenko, Pardalos, 2005, 2006; Garas, Argyrakis, 2007; 
Gunawardena et al., 2012; Huang, Zhuang, Yao, 2009; Namaki et al., 2011; 
Shirokikhet al., 2013; Tse, Liu, Lau, 2010; Калягин и др., 2017; Визгунов 
и др., 2012) для анализа фондовых рынков различных стран. Авторы 
этих работ выделяют общие черты и особенности исследуемых рын-
ков, но достоверность полученных выводов недостаточно подкреплена. 
Необходимость изучения связана с тем, что с современной точки зре-
ния данные о доходностях акций являются наблюдениями над случай-
ными величинами, что неизбежно приводит к ошибкам при получении 
выводов по выборке конечного объема.

В настоящей работе исследование вопросов идентификации 
отсеченного графа по наблюдениям основано на понятии сети слу-
чайных величин, введенном в (Kalyagin et al., 2017). Сеть случайных 
величин представляет пару ( , ),X γ  где 1( , , )NX X X= …  — случайный век-
тор, , ( , )i j i jX Xγ = γ  — мера связи между случайными величинами ,i jX X

 
. 

Опираясь на сеть случайных величин, можно определить истинный 
отсеченный граф, т.е. невзвешенный граф с ребром между вершинами 
i и j, если , 0i jγ ≥ γ , где 0γ  — заданный порог.

В настоящее время существует несколько подходов к задачам 
выбора одной из многих гипотез (Hochberg, Tamhane, 1987). Подход 
к задачам выбора одной из многих гипотез о матрице смежности отсе-
ченного графа с позиций теории статистических решений (Lehmann, 
1957) исследовался в работах (Koldanov, 2013; Kalyagin et al., 2017, 2018). 
Подход позволяет строить статистические процедуры идентификации 
отсеченного графа, минимизирующие линейную комбинацию средних 
чисел неправильно включенных ребер и неправильно невключенных 
ребер в выборочный отсеченный граф. Однако вопросы контроля дру-
гих характеристик статистических процедур идентификации отсечен-
ного графа не изучались.

Целью настоящей работы является исследование способов 
построения множества пар акций, которое с вероятностью не менее 
заданной P   содержит все пары акций со связями, превышающими 
заданный порог 0γ . Такое множество будем называть доверительным 
множеством для ребер (ДМР) отсеченного графа уровня P  . Такие мно-
жества представляют интерес для выделения наиболее влиятельных 

Журнал НЭА,
№  2 (50), 2021, 
с. 12–34



14

А.П. Колданов, П.А. Колданов, Д.П. Семенов

акций (Hero, Rajaratnam, 2012), построения групп сильносвязанных 
попарно акций (клик) (Boginski et al., 2005), анализа ковариационных 
матриц больших размерностей, а также для построения фактор-гра-
фов, используемых в анализе графических моделей (Jordan, 2004).

Для построения доверительных множеств в настоящей работе 
используется подход, известный как выбор подмножества (subset 
selection (Gupta, Panchapakesan, 2002)). При этом мы опираемся на 
эквивалентность между процедурами выбора подмножества и проце-
дурами множественной проверки гипотез (multiple hypotheses testing) 
(Finner, Giani, 1994). Такая эквивалентность позволяет строить как 
одношаговые, так и многошаговые процедуры построения ДМР( 0,Pγ ). 
В настоящей работе исследованы одношаговые процедуры построения 
ДМР ( 0,Pγ ) в сетях случайных величин ,X γ .

В качестве модели распределения вектора 1( , , )NX X X= …  
используется  класс эллиптических распределений, широко применяе-
мый в экономике (Bodnar, 2013). Рассмотрение такого широкого класса 
распределений ставит вопрос выбора меры близости при построении 
сетевой модели. В настоящей работе исследуются три меры близости: 
классический коэффициент корреляции Пирсона, коэффициент кор-
реляции Фехнера (или вероятность совпадения знаков) и коэффици-
ент корреляции Кендалла. Для проверки индивидуальных гипотез о 
значениях рассматриваемых коэффициентов корреляции применя-
ются стандартные тесты.

При исследовании свойств процедур построения ДМР ( )0,Pγ   
основное внимание сосредоточено на изучении свойства устойчиво-
сти к изменению вероятностной модели. Свойства любой процедуры 
множественной проверки гипотез определяются свойствами индивиду-
альных тестов и способом комбинирования этих тестов. Одношаговые 
процедуры построения ДМР ( )0,Pγ   основаны на неравенстве 
Бонферрони при комбинировании индивидуальных тестов уровня 

[ ]2(1 )/ ( 1)P N N− − . Известно, что такое неравенство дает оценку 
сверху для вероятности хотя бы одного ложного отвержения верной 
индивидуальной гипотезы (FWER). Таким образом, применение про-
цедуры Бонферрони может приводить к построению множеств, кото-
рые содержат все пары сильносвязанных акций, с вероятностью зна-
чительно большей вероятности 1 .P−   Однако многие индивидуальные 
тесты не обладают нужными свойствами. В частности, стандартные 
тесты проверки гипотез о величине классического коэффициента 
корреляции и коэффициента корреляции Кендалла неустойчивы при 
отклонении вероятностной модели от гауссовской. А именно уровень 
значимости таких индивидуальных тестов может превосходить задан-
ный (Koldanov, 2019a). Неустойчивость индивидуальных тестов может 
быть компенсирована грубостью процедуры Бонферрони. Таким обра-
зом, комбинирование неустойчивых индивидуальных тестов может 
приводить к построению множеств, которые с вероятностью не менее 
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заданной P   содержат все сильносвязанные пары акций. Насколько 
нам известно, вопросы подобного рода не рассматривались в научной 
литературе.

В настоящей работе исследуется устойчивость процедур постро-
ения доверительных множеств, содержащих все пары акций, связи 
между которыми не менее заданного порога 0γ .

Под устойчивостью понимается гарантия неравенства P P≥   
независимо от модели совместного поведения доходностей акций 
и объема наблюдений, где P — вероятность того, что построенное мно-
жество содержит все сильносвязанные пары акций. 

В работе с помощью метода статистического моделирования 
изучается зависимость размера построенного множества и среднего 
числа связей, ошибочно непопавших в это множество, от модели 
совместного поведения доходностей акций, типа индивидуальных 
тестов и объема наблюдений.

Результаты статистического моделирования подтверждают тео-
ретически доказанную устойчивость процедур, основанных на комби-
нации частот совпадения знаков или индивидуальных тестов Фехнера 
(Kalyagin, 2017). Результаты статистического моделирования показы-
вают устойчивость процедур, основанных на комбинации индивидуаль-
ных тестов Кендалла, несмотря на их неусточивость при отклонении 
вероятностной модели от гауссовской, показанной в (Koldanov, 2019a). 
Вместе с тем, грубость процедуры Бонферрони оказывается недоста-
точной для построения устойчивых процедур, основанных на комби-
нации индивидуальных тестов проверки гипотез о классическом коэф-
фициенте корреляции. Однако процент сильных связей, ошибочно 
невключенных в множество, построенное как комбинация индивиду-
альных тестов о значении классического коэффициента корреляции, 
достаточно мал.

Оценивая степень различия отсеченных графов, построенных 
на различных мерах близости, мы покажем, что такое различие может 
быть велико. Однако это не противоречит гипотезе согласия с эллип-
тической моделью. Нами предложена процедура проверки гипотезы 
согласия распределения с эллиптической моделью, основанная на сим-
метрической разности матриц смежности графов рынка, построенных 
при согласованных порогах в разных сетях случайных величин. Анализ 
реальных данных с помощью этой процедуры не приводит к отклоне-
нию гипотезы согласия с эллиптической моделью.

Статья организована следующим образом: в разд. 2 приведены 
основные обозначения и постановка задачи. В разд. 3 предложена 
общая схема построения доверительных множеств. В разд. 4 описаны 
процедуры построения доверительных множеств в различных сетях 
случайных величин. В разд. 5 приведены результаты анализа устойчи-
вости доверительных множеств. В разд. 6 обсуждаются различия отсе-
ченных графов, построенных на различных мерах близости, и сфор-
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мулированы результаты проверки согласия с эллиптической моделью. 
В разд. 7 сделаны выводы.

2. Основные определения и постановка задачи
2.1. Сеть случайных величин и истинный отсеченный граф
Сеть случайных величин — это пара ( , )X γ , где 1= ( , , )NX X X  — 

случайный вектор, γ — мера зависимости между случайными вели-
чинами. Такая сеть порождает сетевую модель, т.е. простой пол-
ный взвешенный граф ( , )V Γ , где = {1, , }V N  — множество вершин, 

,= ( )i jΓ γ  — матрица весов ребер , = ( , ),i j i jX Xγ γ  ,, = 0i ii j≠ γ  между вер-
шинами ,i j V∈ . Одной из характеристик сетевой модели является отсе-
ченный граф с порогом 0γ , который представляет собой невзвешен-
ный граф на N  вершинах. Ребро между вершинами ,i j  добавляется 
в отсеченный граф тогда и только тогда, когда его вес в сетевой модели 

, 0i jγ ≥ γ . Такой граф будем называть истинным отсеченным графом.
В зависимости от модели распределения вектора 1= ( , , )NX X X  

и выбора меры γ  можно рассматривать различные сети случайных 
величин (ССВ). Простым примером ССВ является сеть Пирсона 
с нормальным распределением, в которой предполагается, что вектор 

1= ( , , )NX X X  имеет многомерное нормальное распределение ( , )N µ Σ , 
а мера Pγ  задается коэффицентом корреляции Пирсона:

,

( )( )
= = ( , ) = = ,i i j j ijP

i j i j
ii jj ii jj

E X X
X X

−µ −µ σ
γ ρ ρ

σ σ σ σ

где 1= ( , , )Nµ µ µ  — вектор математических ожиданий, = ( )ij N N×Σ σ  — 
ковариационная матрица.

В настоящей работе рассматривается одна из популярных 
моделей распределения доходностей акций — эллиптическая модель. 
Случайный вектор 1= ( , , )NX X X  имеет эллиптическое распределение 

( , , )NECD gµ Σ  (Anderson, 2003), если его плотность имеет вид
1/2 1( ; , ) =| | {( ) ( )}f x g x x− −′µ Σ Σ −µ Σ −µ , (1)

где = ( )ijΣ σ  — положительно определенная матрица; функция ( ) 0g x ≥ ,

1( ) = 1.pg y y dy dy
∞ ∞

−∞ −∞
′∫ ∫ 

Этот класс включает, в частности, многомерное нормальное 
распределение и многомерное распределение Стьюдента. Известно, 
что если математическое ожидание существует, то ( ) =i iE X µ , = 1, , .i N

В настоящей работе рассматриваются 3 ССВ:
  сеть Пирсона ( , )PX γ  с эллиптическим распределением, в кото-
рой вектор 1= ( , , )NX X X  имеет эллиптическое распределение 

( , , )NECD gµ Σ ;
  знаковая сеть ( , )SgX γ  с эллиптическим распределением, в кото-
рой вектор 1= ( , , )NX X X  имеет эллиптическое распределение 

( , , ),NECD gµ Σ  а мера ,
, = = (( )( ) > 0)Sg i j

i j i i j jp P X Xγ −µ −µ . Заметим, 
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что такая мера линейно связана с коэффициентом корреляции 
Фехнера , ,= 2 1SgFh

i j i jγ γ − ;
  эллиптическая сеть корреляций Кендалла ( , )KdX γ , в которой 
вектор 1= ( , , )NX X X  имеет эллиптическое распределение 

( , , )NECD gµ Σ  и используется одна из популярных ранговых 
мер близости — коэффициент корреляции Кендалла, равный 
(Kruskal, 1958)

, = ( ( ) ( ))( ( ) ( )) > 0 ,i j i i j jP X t X s X t X s τ − − 

где 
( )

( )
i

j

X t
X t
 
 
 

, 
( )

( )
i

j

X s
X s
 
 
 

 — независимые копии вектора i

j

X
X
 
 
 

.

В (Kalyagin et al., 2017; Калягин и др., 2017) исследованы знако-
вые ССВ с эллиптическим распределением ( , , ).X ECD g− µ Σ  Показано, 
что ( ),

, ,= = (( )( ) > 0) = 0,5 1/ arcsin ,Sg i j
i j i i j j i jp P X Xγ −µ −µ + π ρ  т.е. нера-

венство , 0i jρ ≥ ρ  эквивалентно неравенству , 0.i jp p≥  Следовательно, 
истинный отсеченный граф, построенный в знаковой сети с эллип-
тическим распределением с порогом 0,p  совпадает с истинным отсе-
ченным графом, построенным в сети Пирсона с порогом 0,ρ  если 

( )0
0= 0,5 1/ arcsin .p + π ρ

В (Koldanov, 2019b) доказано, что в классе эллиптических рас-
пределений ( , , )ECD gµ Σ  ,

, = i j
i j pτ . Поэтому истинный отсеченный граф, 

построенный в знаковой сети с эллиптическим распределением с поро-
гом 0,p  совпадает с истинным отсеченным графом, построенным в сети 
Кендалла ( , )KdX γ , в которой , ,=Kd

i j i jγ τ , с тем же порогом.
Таким образом, в рассматриваемых в настоящей работе сетях 

случайных величин истинные отсеченные графы при согласованных 
порогах совпадают.

2.2. Постановка задачи построения доверительного множества 
ребер
Пусть ( , )X γ  — сеть случайных величин, вектор 1= ( , , )NX X X  

имеет распределение ( ; ),f x θ θ∈Ω( ; ),f x θ θ∈Ω , , ( ) = ( , )i j i jX Xγ θ γ  — мера зависимости 
между ,i jX X . Матрица связей имеет вид

1,2 1,

2,1 2,

,1 ,2

1 ( ) ( )

( ) 1 ( )
( ) = .

( ) ( ) 1

N

N

N N

γ θ γ θ 
 γ θ γ θ Γ θ  
  γ θ γ θ 





   



Пусть = {( , ): ; , = 1, , }I i j i j i j N≠ = {( , ): ; , = 1, , }I i j i j i j N≠ = {( , ): ; , = 1, , }I i j i j i j N≠ 
 — множество пар индексов случайных 

величин 1, , NX X ;
0 , 0( , ) = {( , ): ( ) > }, ( )i jJ i j J Iθ γ γ θ γ θ ⊂  — (2)

множество пар индексов случайных величин 1, , NX X , соответствую-
щих вершинам отсеченного графа, между которыми проведено ребро 
в истинном отсеченном графе при пороге 0γ .
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Пусть 1= ( ( ), , ( )), = 1, ,Nx x t x t t n 1= ( ( ), , ( )), = 1, ,Nx x t x t t n 1= ( ( ), , ( )), = 1, ,Nx x t x t t n   — множество наблю-
дений над случайным вектором X . Предполагается, что множе-
ство наблюдений формирует повторную выборку, т.е. вектора 

1( ) = ( ( ), , ( )), = 1, ,NX t X t X t t n   независимы.
Пусть

1,2 1,

2,1 2,

,1 ,2

0 ( ) ( )

( ) 0 ( )
( ) =

( ) ( ) 0

N

N

N N

x x
x x

x

x x

ϕ ϕ 
 ϕ ϕ Φ  
  ϕ ϕ 





   



 (3)

представляет собой выборочный отсеченный граф, т.е. граф, постро-
енный каким-либо алгоритмом по имеющимся наблюдениям.

Пусть 0 ,( , ) = {( , ): ( ) = 0, }i jJ x i j x i jγ ϕ ∀ ≠  — множество пар индек-
сов случайных величин 1, , ,NX X  соответствующих вершинам графа 
рынка, между которыми проведено ребро в выборочном отсеченном 
графе. Задача, рассматриваемая в настоящей работе, заключается 
в построении процедуры выбора подмножества 0( , )J x Iγ ⊂ , удовлетво-
ряющего условию

0 0 0( ( , ) ( , )) , .P J X J Pθ γ ⊃ θ γ ≥ ∀θ∈Ω ∀γ  (4)
Множество 0( , )J X γ , удовлетворяющее условию (4), будем называть 
доверительным множеством для ребер отсеченного графа уровня P  
и обозначать ДМР( 0,Pγ ).

3. Общая схема построения доверительного множества  
для ребер 
Используя эквивалентность между процедурами выбора под-

множества и процедурами множественной проверки гипотез (Finner, 
Giani, 1994), задача построения ДМР( 0,Pγ ) может быть сведена 
к задаче множественной проверки гипотез

 , 0 , 0: против альтернативы : < .ij i j ij i jh kγ ≥ γ γ γ  (5)

Заметим, что проверяемые индивидуальные гипотезы удовлет-
воряют условию свободной комбинации. Поэтому проблем когерент-
ности и консонантности не возникает (Finner, 1994)).

Пусть
, ,

,
, ,

0, ( ) ;
( ) =

1, ( ) <
i j i j

i j
i j i j

T x c
x

T x c
≥ϕ 


 —

тесты проверки индивидуальных гипотез (5). Результаты совместного 
применения тестов , ( )i j xϕ  можно представить в виде матрицы

1,2 1,

2,1 2,

,1 ,2

0 ( ) ( )

( ) 0 ( )
( ) = .

( ) ( ) 0

N

N

N N

x x
x x

x

x x

ϕ ϕ 
 ϕ ϕ Φ  
  ϕ ϕ 





   



 (6)

При этом если процедура (6), рассматриваемая как процедура множе-
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Построение доверительного множества связанных акций фондового рынка

ственной проверки гипотез (5), контролирует 1FWER P≤ −   в сильном 
смысле (т.е. при любой конфигурации истинных и ложных гипотез), 
то множество нулей в (6), не лежащих на главной диагонали, представ-
ляет собой множество ребер, входящих в ДМР( 0,Pγ ), т.е. ДМР( 0,Pγ )= 

,= {( , ): ( ) = 0, }i ji j x i jϕ ≠,= {( , ): ( ) = 0, }i ji j x i jϕ ≠ . При этом можно использовать различные про-
цедуры множественной проверки гипотез, контролирующие FWER 
в сильном смысле. 

Построение таких процедур обычно основано на комбиниро-
вании индивидуальных тестов, каждый из которых контролирует уро-
вень значимости, согласованный с заданной вероятностью хотя бы 
одного ложного отвержения. Неожиданным результатом настоящей 
работы является иллюстрация того, что комбинирование индивидуаль-
ных тестов, не контролирующих заданный уровень значимости, также 
может привести к доверительному множеству с заданным уровнем P , 
т.е. ДМР( 0,Pγ ).

4. Процедуры построения доверительного множества  
для ребер в различных сетях случайных величин
Как отмечалось во введении, свойства любой процедуры мно-

жественной проверки гипотез определяются двумя моментами: свой-
ствами индивидуальных тестов и способом комбинирования этих 
тестов. Одношаговые процедуры построения ДМР( 0,Pγ ) основаны на 
использовании неравенства Бонферрони при комбинировании инди-
видуальных тестов. Неравенство Бонферрони является грубой оцен-
кой вероятности хотя бы одного ложного отвержения верной индиви-
дуальной гипотезы. Однако многие индивидуальные тесты не обладают 
нужными свойствами, например нужной устойчивостью, или не кон-
тролируют уровень значимости. Такой недостаток индивидуальных 
тестов может компенсироваться грубостью неравенства Бонферонни. 
В настоящем разделе приведены стандартные тесты проверки индиви-
дуальных гипотез (5) и известные результаты исследования устойчиво-
сти этих тестов.

В сети Пирсона мера γ  определяется коэффициентом корреля-
ции Пирсона , ,=i j i jγ ρ . Стандартные тесты (Anderson, 2003) проверки 
индивидуальных гипотез (5) в сети Пирсона с нормальным распределе-
нием имеют вид:

, 0
,

, 0

, 0
,

, 0

1 11
0, ln ln ;

1 12 3
( ) =

1 11
1, ln ln < ,

1 12 3

P
i j P

i jP
i jP

ij
P

i j P
i jP

i j

r
c

rn
x

r
c

rn

  + + γ
− ≥   − − γ−  ϕ 

 + + γ
−   − − γ−  

 (7)

=1
,

2 2
=1 =1

( ( ) )( ( ) )
= .

( ( ) ) ( ( ) )

n

i i j jt
i j n n

i i j jt t

x t x x t x
r

x t x x t x

− −

− −

∑
∑ ∑
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Если вектор X  имеет многомерное нормальное распреде-
ление ( , )N µ Σ  и ( ) 2

, 1 /P
i j Nc P C− −   — квантиль стандартного нормаль-

ного распределения, процедура (6) с тестами (7) является процеду-
рой Бонферонни множественной проверки гипотез (5) с контролем 

1FWER P≤ −   в сильном смысле. Следовательно, доверительное множе-
ство для ребер, построенное одношаговой процедурой в сети Пирсона 
с нормальным распределением, имеет вид 

ДМР P
SS ( 0 ,P Pγ  ) ij= {( , ): ( ) = 0, }Pi j x i jϕ ≠= {( , ): ( ) = 0, }P

iji j x i jϕ ≠ .

В (Koldanov, 2019a) показано, что тесты (7) неустойчивы при отклоне-
нии от нормальности.

В знаковой сети тесты проверки индивидуальных гипотез (5) 
определяются формулой

,
,

, ,
,

ˆ0, ;
=

ˆ1, < ,

i j Sg
i jSg

i j i j Sg
i j

p c

p c

 ≥ϕ 


 (8)

где ,

=1
ˆ = ( ).

ni j
ijt

p I t∑
Из (Kalyagin et al., 2017) следует, что если вектор X  имеет эллип-

тическое распределение ( , , )NECD gµ Σ  и ( ) 2
, 1 /Sg

i j Nc P C− −   — квантиль 
биномиального распределения 0( , )Sgb n γ , где ( )0 0= 0,5 1/ arcsinSg Pγ + π γ  , 
процедура (6) с тестами (8) является процедурой Бонферонни с кон-
тролем 1FWER P≤ −   в сильном смысле. Следовательно, доверитель-
ное множество для ребер, построенное одношаговой процедурой в зна-
ковой сети с эллиптическим распределением, равно 

ДМР Sg
SS ( 0 ,Sg Pγ  ) ij= {( , ): ( ) = 0, }Pi j x i jϕ ≠= {( , ): ( ) = 0, }P

iji j x i jϕ ≠ .

Стандартные тесты проверки индивидуальных гипотез (5) 
в сети Кендалла ( , )KdX γ  имеют вид

( )

( )

0 ,

0 ,

9 ( 1)
0, ;

2(2 5)
=

9 ( 1)
1, < ,

2(2 5)

Kd Kd Kd
ij i j

Kd
ij

Kd Kd Kd
ij i j

n n
T c

n

n n
T c

n

 −
− γ ≥ +ϕ 

− − γ +

 (9)

где ( )0 0= 2 / arcsin ,Kd Pγ π γ  а статистика —

( )
=1 =1

1
= sign ( ( ) ( ))( ( ) ( )) .

( 1)

n n
Kd

ij i i j j
s t

T x t x s x t x s
n n

− −
− ∑∑

Из (Daniels, Kendall, 1947; Hoffding, 1947) следует, что если 
компоненты вектора X  — независимые случайные величины и 

( ) 2
, 1 /Kd

i j Nc P C− −   — квантиль стандартного нормального распределе-
ния, то при 0 = 0γ , n →∞  процедура (6) с тестами (9) является про-
цедурой Бонферонни с контролем 1FWER P≤ −   в сильном смысле. 
Следовательно, в этом случае доверительного множества для ребер, 
построенное одношаговой процедурой в сети Кендалла, равно  
ДМР Kd

SS ( 0 ,Kd Pγ  ) = {( , ): ( ) = 0, }Kd
iji j x i jϕ ≠= {( , ): ( ) = 0, }Kd

iji j x i jϕ ≠ .
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Как показано в (Koldanov, 2019a), в общем случае (т.е. при 0 0γ ≠  
и при зависимых компонентах вектора X ) уровень значимости тестов 
(9) неустойчив при отклонении от нормальности в классе эллиптиче-
ских распределений. Однако, как показывают результаты статистиче-
ского моделирования, приведенные ниже, комбинирование тестов 
(9) уровня ( ) 21 / NP C−   с помощью процедуры Бонферонни приводит 
к построению ДМР Kd

SS ( 0 ,Kd Pγ ).

5. Анализ свойств процедур построения множества 
связанных акций
В этом разделе приведены результаты статистического моде-

лирования процедур построения множества связанных акций в сетях 
случайных величин ( , ),( , ),( , )SgP KdX X Xγ γ γ  при размерах вектора X , рав-
ных = 5;10; 20N , и объемах наблюдений = 100; 500;1000n .  Наблюдения 
моделировались из плотности ( ) = ( , ) (1 ) ( , ),Norm Stf x f fε µ Σ + − ε µ Σ  где 

( , )Normf µ Σ  — функция плотности многомерного нормального распре-
деления, ( , )Stf µ Σ  — функция плотности распределения Стьюдента 
с тремя степенями свободы. В качестве параметров ,µ Σ  использова-
лись оценки максимального правдоподобия, вычисленные по данным 

= 5;10; 20N  самых ликвидных акций фондового рынка США (тикеры 
акций: GE, BAC, F, T, CHK, TWTR, ABEV, PBR, PFE, VALE, WFC, BABA, 
SWN, ITUB, FCX, ORCL, C, VZ, NOK, JCP) за период с 1.01.2018 до 
1.01.2019. 

При этом изучались следующие вопросы.
1. Зависимость вероятности того, что построенные множества 

содержат все ребра сетевой модели с весами не менее 0γ  от использу-
емой меры близости ( Pγ , Sgγ , Kdγ ), значения параметра смеси ε , значе-
ния 0γ  (которое определяет число ребер в истинном графе, например, 
при 0 = 0,1; = 20Nγ  число ребер равно 174) и объема наблюдений.

2. Зависимость среднего числа ребер в построенном множе-
стве от используемой меры близости ( Pγ , Sgγ , Kdγ ), значения параметра 
смеси ε, значения 0γ  и объема наблюдений.

3. Зависимость среднего числа ребер истинного графа с поро-
гом 0γ , непопавших в построенное множество, от используемой меры 
близости ( Pγ , Sgγ , Kdγ ), значения параметра смеси ε, значения 0γ  и объ-
ема наблюдений.

Ниже приведены результаты статистического моделирования, 
усредненные по 300 повторениям эксперимента.

5.1. Доверительные уровни построенных множеств
Данные в табл. 1 показывают, что в сети Пирсона вероятность 

= 0,9P  , что все ребра , 0( , ): i ji j γ ≥ γ  попадут в построенное множество, 
не контролируется при уменьшении параметра смеси ε  при размере 
вектора X ( = 20N ), 0 = 0,1; 0,3γ  и числе наблюдений = 100,500,1000n  
начиная с = 0,8ε . Аналогичные результаты показывают, что вероят-
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ность = 0,9P   не контролируется начиная с = 0,7ε  при размере век-
тора X ( = 10N ) и числе наблюдений = 100n ; не контролируется начи-
ная с = 0,6ε  при размере вектора X ( = 5N ) и числе наблюдений = 100n . 
При этом большая неустойчивость вероятности при увеличении числа 
наблюдений связана с уменьшением размера построенного множества 
при уменьшении параметра ε. Например, из 174 истинных ребер (при 

0 = 0,1γ ) большее число гипотез , , 0:i j i jh γ ≥ γ  будет отвергнуто при гене-
рировании наблюдений из распределения Стьюдента (распределения 
с тяжелыми хвостами), чем при генерировании наблюдений из нор-
мального распределения.

Согласно (Kalyagin et al., 2017) естественно ожидать, что вероят-
ность = 0,9P   того, что все ребра , 0( , ): i ji j γ ≥ γ  в знаковой сети попадут 
в построенное множество, контролируется при изменении параметра 
смеси ε . Эксперимент подтвержает это предположение при любом раз-
мере = 5;10; 20N  и любом [0,1]ε∈  (табл. 2). Эксперименты показали, 
что такая вероятность практически равна 1. Данный факт можно объ-
яснить грубостью неравенства Бонферрони. Аналогичный результат 
наблюдается и при других объемах наблюдений.

Таблица 1

Оценка доверительного уровня построенного множества в сети Пирсона (для = 20N ) 

0γ
ε

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6  0,7  0,8  0,9  1 

= 100n

0,1 (174) 0,40 0,50 0,54 0,62 0,71 0,71 0,80 0,82 0,89 0,94 0,99

0,3 (72) 0,44 0,52 0,62 0,58 0,72 0,78 0,75 0,86 0,87 0,95 1,00

0,5 (12) 0,85 0,88 0,90 0,88 0,90 0,91 0,93 0,95 0,97 0,98 1,00

0,7 (3) 0,97 0,98 0,97 0,97 0,97 0,97 0,99 0,99 0,99 0,99 1,00

= 500n

0,1 (174) 0,31 0,40 0,44 0,54 0,54 0,68 0,77 0,74 0,86 0,91 1,00

0,3 (72) 0,33 0,33 0,42 0,54 0,61 0,65 0,77 0,80 0,87 0,93 0,99

0,5 (12) 0,77 0,78 0,80 0,81 0,87 0,87 0,91 0,94 0,95 0,95 1,00

0,7 (3) 0,98 0,93 0,95 0,96 0,96 0,96 0,97 0,99 0,99 1,00 1,00

= 1000n

0,1 (174) 0,31 0,32 0,40 0,50 0,60 0,64 0,69 0,82 0,84 0,89 0,99

0,3 (72) 0,30 0,33 0,44 0,49 0,56 0,58 0,72 0,79 0,86 0,91 1,00

0,5 (12) 0,70 0,76 0,78 0,79 0,86 0,88 0,92 0,92 0,95 0,97 1,00

0,7 (3) 0,95 0,94 0,97 0,93 0,96 0,98 0,99 0,99 0,99 0,99 1,00

Примечание. В столбце 1 в скобках указано число ребер при заданном 0γ .

А.П. Колданов, П.А. Колданов, Д.П. Семенов Журнал НЭА,
№  2 (50), 2021, 
с. 12–34



23

Построение доверительного множества связанных акций фондового рынка

Свойства теста Кендалла (9) в зависимости от параметра смеси ε 
изучались в (Koldanov, 2019a), где было показано, что уровень значимо-
сти теста (9) неустойчив при уменьшении параметра смеси ε . Вместе 
с тем, согласно проведенным экспериментам (см. табл. 2)  вероятность 
того, что построенное множество содержит все пары , 0( , ): i ji j γ ≥ γ , 
несильно зависит от параметра смеси ε , поэтому условие P P≥  выпол-
няется при = 0,9P  . Данное утверждение справедливо в сети Кендалла 
при любом размере случайного вектора X  ( )= 5;10; 20N  и любом 

[0, 1]ε∈ . Отметим, что как и в случае знаковой сети, вероятность P  
значительно больше = 0,9.P   При увеличении числа наблюдений 

= 500;1000n  вероятность P   очень близка к 1 (см. табл. 2).

5.2. Среднее число ребер в построенных множествах
В табл. 3 приведены средние размеры (среднее число ребер) 

построенных множеств при = 100,n  = 20N  в зависимости от порога 
0γ  и параметра смеси ε .

В сети Пирсона с ростом ε  среднее число ребер в построенном 
множестве возрастает при 0 = 0,1; 0,3; 0,5γ  и убывает при 0 = 0,7γ . Это 
можно объяснить двумя разнонаправленными процессами.

1. При , 0i jγ ≥ γ  имеем , ,( > ) ( > )St i j N i jP T c P T c≤ , где ,( > )St i jP T c  — 
вероятность, что тест (7) не отвергнет гипотезу , , 0:i j i jh γ ≥ γ  при гене-
рировании наблюдений из распределения Стьюдента, ,( > )N i jP T c  — 
вероятность, что тест (7) не отвергнет гипотезу , , 0:i j i jh γ ≥ γ  при 
генерировании наблюдений из нормального распределения. Поэтому 
среднее число правильно принятых гипотез при генерировании наблю-
дений из распределения Стьюдента меньше, чем при генерировании 
наблюдений из нормального распределения.

Таблица 2

Оценка доверительного уровня построенного множества в знаковой сети и сети 
Кендалла, = 20, = 100N n

0γ ε

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Знаковая сеть

0,1 (174) 0,99 0,99 0,98 0,99 0,98 1,00 0,99 0,98 0,99 0,99 0,98

0,3 (72) 0,99 0,99 0,98 0,99 0,98 0,99 0,99 0,99 0,99 1,00 1,00

0,5 (12) 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00 0,99

0,7 (3) 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Сеть Кендалла

0,1 (174) 0,97 0,98 0,99 0,98 0,97 0,99 0,99 0,97 0,98 0,99 0,98

0,3 (72) 0,99 0,99 0,98 0,99 0,99 0,99 0,98 0,99 0,99 0,99 0,99

0,5 (12) 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00 0,99 0,99

0,7 (3) 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 1,00
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2. Если , 0< ,i jγ γ  то , ,( > ) ( > )St i j N i jP T c P T c≥ . Поэтому среднее число 
ложно принятых гипотез при генерировании наблюдений из распреде-
ления Стьюдента больше, чем при генерировании наблюдений из нор-
мального распределения.

Из данных в табл. 3 следует, что средний размер построенных 
множеств в знаковой сети и сети Кендалла больше, чем средний размер 
построенного множества в сети Пирсона. Это может означать преиму-
щество использования классического коэффициента корреляции. При 
этом следует учитывать результаты в табл. 1, которые показывают зави-
симость вероятности P  от распределения наблюдений.

При анализе устойчивых ДМР( 0,Pγ ) в знаковой сети и сети 
Кендалла следует обратить внимание, как меняются размеры  
ДМР( 0,Pγ ) в этих сетях в зависимости от числа наблюдений. 

В табл. 4 приведены средние размеры ДМР( 0,Pγ ) в знако-
вой сети, сети Кендалла и сети Пирсона при ε = 1, построенные по 

= 100; 500; 1000n  наблюдениям при = 20N . Легко заметить, что раз-
меры ДМР( 0,Pγ ) в этих сетях совпадают при различных объемах 
наблюдений.

В табл. 5 показан средний размер построенного множества 
в сети Пирсона при = 100; 500;1000n  наблюдениях.

Таблица 3

Средний размер построенного множества 

0γ
ε

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Сеть Пирсона

0,1 184,40 186,16 187,38 187,82 189,01 189,93

0,3 169,24 173,83 175,93 177,85 181,15 184,26

0,5 117,50 118,55 118,85 119,15 122,01 120,15

0,7 33,22 31,37 29,06 26,01 21,90 19,21

Знаковая сеть

0,1 189,93 189,95 189,93 189,93 189,96 189,95

0,3 188,52 188,4 188,5 188,57 188,43 188,47

0,5 165,21 164,21 165,08 165,11 164,01 166,05

0,7 76,07 76,24 76,5 77,34 76,72 75,69

 Сеть Кендалла

0,1 189,94 189,93 189,94 189,95 189,96 189,95

0,3 188,37 188,54 188,38 188,39 188,56 188,62

0,5 165,14 164,85 165,46 163,84 164,64 164,1

0,7 77,93 75,68 77,73 77,38 76,19 77,2
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Построение доверительного множества связанных акций фондового рынка

5.3. Сеть Пирсона. Среднее число истинных ребер 
в построенном множестве
В табл. 6 приведено среднее число истинных ребер в построен-

ном множестве в сети Пирсона при = 100n , = 20N  в зависимости от 
0γ  и ε . Полученные результаты показывают, что максимальная сред-

няя ошибка равна 4, т.е. максимальное число истинных ребер, которые 
не попадают в построенное множество в сети Пирсона, равно 4.

Таблица 4

Изменение среднего размера ДМР( 0,Pγ ) в зависимости от объема 
наблюдений n

0γ
n

100 500 1000 Число истинных ребер

Знаковая сеть

0,1 189,94 189,82 189,48 174

0,3 188,5 172,8 154,8 72

0,5 165,2 78,54 47,17 12

0,7 76,5 10,46 7,05 3

 Сеть Кендалла

0,1 189,94 189,81 189,50 174

0,3 188,48 172,84 154,65 72

0,5 165,08 78,57 47,18 12

0,7 76,5 10,50 7,05 3

ε = 1

0,1 189,9 189,3 188,3 174

0,3 184 148,9 132,8 72

0,5 121,9 39,4 28,98 12

0,7 19,45 6,21 4,63 3

Таблица 5

Изменение среднего размера построенного множества в сети 
Пирсона в зависимости от объема наблюдений = 20N , = 0ε

0γ
N

100 500 1000 Число истинных ребер

0,1 185 183,6 180,9 174

0,3 170,3 141,6 127 72

0,5 117,6 50,98 36,05 12

0,7 35,29 8,75 6,19 3
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Таблица 6

Среднее число истинных ребер в построенном множестве  
в сети Пирсона

0γ
N

100 500 1000 Число истинных ребер

0,1 (174) 169,80 171,27 172,23 172,42

0,3 (72) 69,66 70,59 70,82 71,19

0,5 (12) 11,76 11,85 11,84 11,88

0,7 (3) 2,95 2,95 2,97 2,98

5.4. Отношение среднего числа неправильно невключенных 
ребер к общему числу истинных ребер в построенном 
множестве в сети Пирсона
Табл. 7 содержит отношение среднего числа неправильно 

невключенных ребер к общему числу истинных ребер в построенном 
множестве в сети Пирсона при = 100n , = 20N  в зависимости от 0γ  и 
ε. Эти данные свидетельствуют, что отношение среднего числа непра-
вильно невключенных ребер в построенное множество к общему 
числу истинных ребер остается стабильным и очень маленьким. 
Эксперименты для = 5;10N  дали аналогичные результаты.

Таблица 7

Отношение среднего числа неправильно невключенных ребер 
к общему числу истинных ребер в построенном множестве  
в сети Пирсона

0γ
ε

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

0,1 0,02 0,02 0,01 0,01 0 0

0,3 0,03 0,02 0,02 0,01 0,01 0

0,5 0,02 0,01 0,01 0,01 0 0

0,7 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0

6. Проверка согласия с эллиптической моделью
Предыдущие результаты основаны на предположении эллипти-

ческой модели доходностей акций. В соответствии с изложенным в п. 
2.1, истинные графы рынка в сетевых моделях, порожденных эллип-
тическими сетями случайных величин ( , ),( , ),( , )P Sg KdX X Xγ γ γ , при 
порогах, удовлетворяющих условию

, , ,

1 1
= = arc sin ,

2
Sg Kd P
i j i j i jγ γ + γ

π
 (10)

совпадают. Однако при этом выборочные отсеченные графы могут 
отличаться. 
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Построение доверительного множества связанных акций фондового рынка

Оценим степень различия выборочных отсеченных графов, 
заданных (3) с индивидуальными тестами (7), (8), (9), и исследуем, 
согласуется ли наблюдаемое различие с условием (10).

Заметим, что существует подкласс эллиптических распреде-
лений вектора X , в которых cov( , )i jX X  не существует. Поэтому сеть 
Пирсона ( , )PX γ  не существует. В этом случае последовательность (по 
n ) оценок ( )

=1
1/ ( ( ) )( ( ) )

n

i i j jt
n x t x x t x− −∑  расходится (Феллер, 1984). 

Поэтому применение процедуры (6) с тестами (7) к имеющимся наблю-
дениям приводит, вообще говоря, к неинтерпретируемым результатам. 
Такого недостатка лишены сети ( , )SgX γ , ( , )KdX γ .

Исследование тестов проверки гипотез согласия с эллипти-
ческой моделью распределения началось только в последнее время. 
В (Chicheportiche, Bouchaud, 2012) было показано, что совместное 
распределение доходностей акций не является эллиптическим. Такой 
результат был получен с помощью сравнения парных мер зависимости 
между парами акций. Авторы (Chicheportiche, Bouchaud, 2012) особо 
отметили, что применяемая ими методология проверки согласия не 
является статистической, что не позволяет оценить надежность полу-
ченных выводов.

В (Koldanov, Lozgacheva, 2016; Semenov, Koldanov, 2018) пред-
ложены статистические процедуры проверки свойства симметрии рас-
пределения доходностей акций. Построены свободные от распределе-
ния тесты проверки симметрии доходностей каждой пары акций. Для 
проверки симметрии совместного распределения доходностей акций 
фондовых рынков США, Великобритании, Германии, Франции, Китая, 
Индии применена процедура Холма (Holm, 1979) множественной про-
верки гипотез, использующая эти индивидуальные тесты. Показано, что 
при удалении небольшого числа акций гипотеза симметрии совмест-
ного распределения доходностей остальных акций не отвергается.

В (Koldanov, 2019b) доказано, что в классе эллиптических рас-
пределений вектора X  для любых ,i j  выполняется , ,= SgKd

i j i jγ γ ; постро-
ены свободные от распределения тесты проверки гипотез , , ,: = SgKd

i j i j i jh γ γ  
против альтернатив , , ,: SgKd

i j i j i jk γ ≠ γ  и процедура множественной проверки 
гипотез ,i jh  совместного распределения доходности акций. Показано, 
что при удалении небольшого числа акций применение такой про-
цедуры к данным фондовых рынков Китая, США, Великобритании 
и Германии приводит к неотвержению проверяемой гипотезы совмест-
ного распределения доходностей остальных акций.

6.1. Сравнение выборочных графов в сетях случайных величин 
( , ),( , ),( , )Sg Kd PX X Xγ γ γ
Пусть ( ), = 1, , ; = 1, ,iX t i N t n   — множество наблюдений 

над доходностями акций. Построим три выборочных графа, т.е. три 
матрицы вида (3), используя индивидуальные тесты (7)–(9). Для срав-
нения этих матриц будем использовать симметрическую разность:
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( , ),( , )SgPX Xγ γ : ( ), , , ,
<

= ( = 1, = 0) ( = 0, = 1) ;Sg SgP P
PS i j i j i j i j

i j

SR I Iϕ ϕ + ϕ ϕ∑
( , ),( , )P KdX Xγ γ : ( ), , , ,

<

= ( = 1, = 0) ( = 0, = 1) ;P Kd P Kd
PK i j i j i j i j

i j

SR I Iϕ ϕ + ϕ ϕ∑

( , ),( , )Sg KdX Xγ γ : ( ), , , ,
<

= ( = 1, = 0) ( = 0, = 1) .Sg SgKd Kd
SK i j i j i j i j

i j

SR I Iϕ ϕ + ϕ ϕ∑
Число ребер в выборочных графах рынка в рассматриваемых сетях, 
построенных по данным разд. 5 при = 10; 20N , приведено в табл. 8.

Из анализа данных в табл. 8 следует, что при = 10N  выбороч-
ные графы рынка в различных сетях случайных величин могут сильно 
отличаться. Например, при пороге 0 = 0,3γ , = 10N  графы рынка 
в сети Пирсона и в знаковой сети отличаются в 8 элементах, при том 
что графы при данном пороге содержат 16, 18 ребер соответственно. 

Таблица 8

Число ребер и число элементов в симметрической разности выборочных графов 
(по данным фондового рынка США) для двух размеров вектора Х

Размер 
вектора Х Сеть 0γ

0 0,1 0,3 0,5 0,7

N = 10

Число ребер 

В сети Пирсона 45 42 16 1 0

В знаковой сети 45 42 18 5 1

В сети Кендалла 45 44 19 3 0

Число элементов в симметрической разности 

В сети Пирсона и знаковой сети PSsr  0 4 8 4 1

В знаковой сети и сети Кендалла, SKsr 0 2 5 2 1

В сети Пирсона и сети Кендалла, PKsr 0 4 9 4 0

N = 20

Число ребер 

В сети Пирсона 189 174 72 12 3

В знаковой сети 189 180 87 18 6

В сети Кендалла 188 179 86 17 4

Число элементов в симметрической разности 

В сети Пирсона и сети Кендалла PKsr  1 13 26 9 1

В  сети Пирсона и знаковой сети, PKsr 0 18 39 10 3

В сети Кендалла и знаковой сети, PKsr 1 7 25 7 2
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Таким образом, имеется 5 ребер (т.е. примерно 27%), которые присут-
ствуют в одном графе и не присутствуют в другом. Аналогичный вывод 
справедлив и при = 20N  как для графов рынка в сети Пирсона и сети 
Кендалла, так и для графов рынка в знаковой сети и сети Кендалла.

Отсюда вытекают два вопроса. Какой выборочный граф пред-
почтительней для практического применения? Приводят ли получен-
ные результаты к отвержению гипотезы эллиптичности?

Ответ на первый вопрос следует из результатов (Kalyagin et al., 
2017), в соответствии с которыми целесообразно отдать предпочтение 
графу рынка в знаковой сети как более устойчивому. Ответ на второй 
вопрос приведен в п. 6.2.

6.2. Процедура проверки согласия с эллиптической моделью
Для проверки соотношения (10) предложим процедуру про-

верки гипотезы согласия с эллиптической моделью, имеющую непо-
средственное отношение к задаче идентификации графа рынка. 
Процедура основана на числе элементов в симметрической разности 
матриц (3) с различными индивидуальными тестами. Гипотеза согла-
сия наблюдаемых данных с эллиптической моделью будет отвергаться, 
если число элементов в симметрической разности матриц (3) с различ-
ными индивидуальными тестами больше порога 1ts −α. Порог 1ts −α  опре-
деляется как квантиль уровня 1−α  функции распределения случайной 
величины SR , равной числу элементов в симметрической разнице двух 
матриц (3). Функция распределения SR  находится в предположении 
истинности гипотезы эллиптичности. Таким образом, процедура про-
верки согласия с эллиптической моделью имеет вид

1

1

0, ;
=

1, > .gf

SR ts

SR ts
−α

−α

≤
δ 


 (11)

В настоящей работе пороги 1ts −α  находятся методом статистиче-
ского моделирования по 100 повторениям эксперимента, описанного 
в начале разд. 5 при = 250n , что соответствует выбранному периоду 
наблюдения.

В табл. 9 приведены квантили 0,9ts  уровня 0,9 эмпирического 
распределения статистики PSSR , PKSR , SKSR  при = 10N .

Из анализа соответствующих частей табл. 8 и 9 следует, что 
гипотеза об эллиптической модели распределения доходностей не 
отвергается: 

  в  сети Пирсона и в знаковой сети при любом [0;1]ε∈   
и 0 [0; 0,5]γ ∈ , а также при [0; 0,2]ε∈  и 0 = 0,7γ ;

  в сети Пирсона и в сети Кендалла при любом [0;1]ε∈   
и 0 0= 0, = 0,7γ γ , при [0; 0,9]ε∈  и 0 = 0,1γ , при [0; 0,8]ε∈   
и 0 = 0,3γ , при [0; 0,7]ε∈  и 0 = 0,5γ ;

  в знаковой сети и в сети Кендалла при любом [0;1]ε∈  и 0 < 0,7γ .
Таким образом, в основном гипотеза об эллиптической модели 

распределения доходностей на уровне = 0,1α  не отвергается.
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7. Заключение

В работе исследованы способы построения множества пар 
акций, содержащего с заданной вероятностью P   все пары акций, сила 
связи между которыми не менее заданного порога. Такие процедуры 
представляют собой комбинирование результатов совместного приме-
нения стандартных тестов проверки гипотез о величине классического 
коэффициента корреляции Пирсона, коэффициентов корреляции 
Фехнера и Кендалла.

Результаты статистического моделирования применения про-
цедур построения таких множеств в различных сетях случайных вели-
чин показывают, что данные процедуры в эллиптической сети корре-
ляций Пирсона не приводят к построению доверительных множеств 
с заданной доверительной вероятностью P . А именно вероятность 
того, что построенное множество содержит все ребра, веса которых 
больше 0γ , не контролируется при изменении параметра смеси много-
мерного нормального распределения и многомерного распределения 
Стьюдента. В то же время число правильно включенных ребер в постро-
енное множество в сети Пирсона мало отличается от истинного числа 
ребер. В частности, отношение среднего числа неправильно невклю-
ченных ребер к общему числу истинных ребер остается стабильным 
и не превышает 2%.

Таблица 9 

Доверительные границы для числа элементов в симметриче-
ской разности выборочных графов, N = 10

ε

Сеть Пирсона  
и знаковая сеть ( PSSR )

Сеть Пирсона  
и сеть Кендалла ( PKSR )

Знаковая сеть  
и сеть Кендалла ( SKSR )

0γ 0γ 0γ

0 0,1 0,3 0,5 0,7 0 0,1 0,3 0,5 0,7 0 0,1 0,3 0,5 0,7

0 8 11 14 9 1 8 11 14 9 1 3 6 9 4 0

0,1 8 12 15 8 1 8 12 15 8 1 3 6 8 4 0

0,2 7 11 14 7 1 7 11 14 7 1 3 6 9 3 0

0,3 7 10 13 6 0 7 10 13 6 0 3 6 9 3 0

0,4 6 10 13 6 0 6 10 13 6 0 3 6 9 4 0

0,5 6 10 12 5 0 6 10 12 5 0 3 6 9 4 0

0,6 5 8 11 5 0 5 8 11 5 0 3 6 8 4 0

0,7 4 7 10 4 0 4 7 10 4 0 3 6 8 4 0

0,8 3 6 9 3 0 3 6 9 3 0 3 6 9 3 0

0,9 1 4 5 2 0 1 4 5 2 0 3 6 8 4 0

1,0 1 3 4 1 0 1 3 4 1 0 3 6 9 4 0
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Построение доверительного множества связанных акций фондового рынка

Результаты статистического моделирования сильно зависят от 
числа истинных ребер. В частности, результаты экспериментов, приве-
денные в табл. 1, показывают, что в сети Пирсона при 0 = 0,5, 0,6γ ε ≥  
и при 0 = 0,7γ  при любом ε, т.е. при малом числе истинных ребер, 
доверительная вероятность P   контролируется. Поэтому при имею-
щейся априорной информации о малом числе истиных ребер, несиль-
ном отклонении ( 0,6ε ≥ ) от нормального распределения, при любом 
объеме наблюдений для построения ( )0ДМР ,Pγ   можно рекомендо-
вать использовать тесты Пирсона (7), которые в среднем приводят  
к ( )0ДМР ,Pγ   меньшего размера.

Результаты статистического моделирования по построению 
( )0ДМР ,Pγ   в знаковой сети и сети Кендалла, в отличие от сети 

Пирсона, практически одинаковы и не зависят от числа истинных гипо-
тез. А именно вероятность = 0,9P  , что все ребра , 0( , ): i ji j γ ≥ γ  в знако-
вой сети и в сети Кендалла попадут в построенное множество, контро-
лируется как при изменении параметра смеси ε , так и при изменении 
параметра 0γ . То есть построенное множество является ( )0, .ДМР Pγ 

Неожиданным результатом является устойчивость ( )0ДМР ,Pγ   
в сети Кендалла, несмотря на неустойчивость индивидуального теста 
(9), показанную в (Koldanov, 2019a). Это можно объяснить грубостью 
неравенства Бонферонни. В то же время в сети Пирсона грубость 
неравенства Бонферонни не приводит к устойчивым доверительным 
множествам.

Полученные результаты позволяют рекомендовать процедуры 
построения доверительных множеств, основанные на коэффициентах 
корреляции Пирсона, при больших порогах 0γ . Это имеет практиче-
ское значение при выделении групп сильносвязанных активов фондо-
вого рынка, т.е. при построении клик графа рынка (Boginski, Butenko, 
Pardalos, 2006). В то же время при малых порогах, т.е. при выделении 
групп несвязанных или слабосвязанных активов фондового рынка, 
целесообразно использовать коэффициенты корреляции Фехнера или 
Кендалла. Как известно, группы слабосвязанных активов или незави-
симые множества графа рынка представляют интерес при построении 
диверсифицированных портфелей инвестиций (Koldanov et al., 2014).

Несмотря на эквивалентность истинных графов рынка в рас-
сматриваемых сетях случайных величин с эллиптическим распреде-
лением, выборочные графы рынка могут различаться. Доверитель-
ные множества ( )0ДМР ,Pγ   для ребер графа рынка в знаковой сети 
и сети Кендалла различаются лишь неправильно включенными ре-
брами, так как содержат все ребра с весами не менее 0γ  с вероятно-
стью не менее P . 

Предложена процедура проверки согласия с эллиптической 
моделью распределения доходностей, основанная на числе элементов 
в симметрической разнице графов рынка в различных сетях случай-
ных величин. Применение этой процедуры на уровне = 0,1α  к анализу 
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реальных данных фондового рынка США показывает, что гипотеза об 
эллиптической модели распределения доходностей для несильно раз-
реженных графов не отвергается.
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Confidence set for connected stocks  
of stock market 2

Abstract. The problem of analysis of pairwise connections between stocks of 
financial market by observations on stock returns is considered. Such problem arise 
in stock market network analysis. It is assumed that joint distribution of stock returns 
belongs to the wide class of elliptical distributions. Classical Pearson correlation, 
Fechner correlation and Kendall correlation are used as measure of dependence. The 
construction problems of sets of stocks with strong connections between its returns 
are investigated. The construction problems of sets of stocks with strong connections 
between its returns are investigated. To construct such sets the multiple hypotheses 
testing procedures on values of correlations are used. The properties of these statistical 
procedures are investigated by simulations. The simulation results show that proce-
dures based on individual Fechner and Kendall tests lead to such sets of stocks with 
given confidence probability unlike procedure based on Pearson individual tests which 
do not control the confidence probability. At the same time it is emphasized that for 
Student distribution the constructed set is nearly the same to the confidence set. The 
procedure of consistency testing with elliptical model is proposed and exemplified. 
The peculiarities of the model are discussed.

Keywords: Network model of stock market, threshold graph, Pearson correlation, Kendall 
correlation, Fechner correlation, sufficient set, multiple hypotheses testing procedures.
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